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5図 2 では 1 次元系のように描いたが，電磁場と原子集団からな















































































































ていった．1954年に R. H. Dickeは原子が集団として






























態 |0j⟩と 1つの励起状態 |1j⟩のみを考え，それらのエ
ネルギー間隔を ℏωa とする．σ̂zj = |1j⟩ ⟨1j | − |0j⟩ ⟨0j |
は j 番目の原子に対する Pauli 演算子の 1 つであり，





















にいる状態 |g0⟩ = |0⟩光子 ⊗ |010203 . . . 0N ⟩原子 が全系
の基底状態かのように思える．電磁場と原子のエネル




の黄金律に従い，1 原子では g2/N に比例するのに対し，原子集団











得が生じる．式 (1)では，⟨â⟩ ≠ 0と ⟨σ̂j⟩ ≠ 0が，そ
れぞれ電磁場と原子分極（電流）が期待値を示すこと








とは 1969年にW. R. Malloryによって示された [15]．
N → ∞ の極限で g2 > ωaωc において電磁場と原子
集団の分極・電流が熱平衡下で自発的に期待値を獲得
すること，つまり超放射相転移することは，1973年に
K. Hepp と E. H. Lieb によって示された [9]．同年，
Y. K. Wangと F. T. Hioeによって，明快な計算法が
示された [16]．
図 3 に相図を示す．これは式 (1) の Dicke Hamil-
tonianで表される分配関数 e−ĤDicke/(kBT ) を，Wang–
Hioeの計算法 [16, 17]によって評価することで，簡単
に計算できる．縦軸は温度 T を kBT/ℏωa として無次
元化し，横軸は g/ωaとし，熱平衡下での電磁場の期待
値 αeq = ⟨â⟩の絶対値を
√
N で規格化した値を赤色で
プロットした 15．ここでは単純に ωc = ωaとしており，
g >
√




電流も期待値 ⟨σ̂j⟩ = −(ωc/g)αeq/
√
N を獲得する．⟨â⟩
とは逆符号となり，式 (1)の第 3, 4項を通じて，系のエ
ネルギーが下がる．図 3が超放射相転移を示す系の典
13量子光学の研究では多くの場合 g ≪ ωa, ωc が想定されてきた
が，第 4 節で述べるように g ∼ ωa, ωc の系が近年多数報告される
ようになった．
14横波の電磁場を量子化した際に，ベクトルポテンシャルや磁束
密度を (â† + â)，電場や電束密度を i(â† − â)などに対応させる．量
子光学の議論では，電場と磁場を特に区別しなくなり（g ≪ ωa, ωc
で回転波近似を適用するため），âを光の振幅の演算子とよく見なす．
同様に，(σ̂† + σ̂) や i(σ̂† − σ̂) は物質中の電気分極，磁気分極，電
流などに対応するが，対応関係は気にされないことが多い．もちろ
ん，g ≳ ωa, ωc では，それらの違いをきちんと区別しなければ，物
理現象を上手に表現できない．
15つまり，光子の数 αeq2 は原子数 N でスケールする．
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図 3: Dicke Hamiltonian [式 (1)]で記述される系の原
子数無限 (N → ∞)の極限での相図．原子の遷移振動
数を ωaとして，温度 T と光と物質の相互作用の強さ g
を，それぞれ kBT/ℏωaと g/ωaに無次元化して縦軸と





ここでは，光の共振器の共鳴振動数を単純に ωc = ωa
としており，g >
√












N とし，電磁場のそれを a = ⟨â⟩ とす
れば，式 (1)のHamiltonian（エネルギー）は古典的に
EDicke = ℏωc|a|2+ℏωa|b|2+ℏg(a∗b+b∗a)+const. (2)




































れば，N → ∞の極限において，基底状態 |g⟩が有限の
⟨g| â |g⟩ /
√
N ̸= 0および ⟨g| σ̂j |g⟩ ̸= 0を示すという結
果が得られる [9, 16,18,19]．
この超放射相転移において肝心なことは，基底状態
において光子が存在する ⟨g| â†â |g⟩ > 0だけでなく，電
磁場が期待値を持つ ⟨g| â |g⟩ ̸= 0ことである．電磁場の
系が熱分布していれば，光子が存在しても ⟨â†â⟩ > 0，















18結合する 2つの Boson場（つまりポラリトン）の固有振動数 ω
を解析してもよい．Boson 化した Dicke Hamiltonian から得られ
る 2 つの運動方程式 i(∂/∂t)a = ωca+ gb と i(∂/∂t)b = ωab+ ga
から，ω2 − (ωa +ωc)ω+ωaωc − g2 = 0が得られ，g2 > ωaωc に
おいて負の振動数 ω < 0（負の準粒子生成エネルギー）が得られて
しまう．つまり，式 (2)を導く際に仮定として用いた |g0⟩が不安定
であることが分かる．
19光子のみの系 Ĥ光子 = ℏωcâ†âを考えた場合，光子数状態 (Fock
状態) |n⟩ = (â†)n |0⟩ /
√
n! (n = 0, 1, 2, . . .) が固有状態であるが，

















20電磁場や原子集団の分極や電流が期待値を持つ (⟨g| â |g⟩ ̸= 0,




j=1 |1j⟩ ⟨1j | が保
存量であることが分かる．式 (1) の Dicke Hamiltonian において，
超放射相転移が起こることは，準粒子数の保存則が自発的に破れる
ことを意味しており，理論上は N → ∞の極限でのみ起こる [9,16]．
この保存則は，図 2 の説明の際に触れた磁場や電流の向きに関する
対称性に関連する [18, 19]．









さて，式 (1)の Dicke Hamiltonianから出発すれば，
原子数無限 N → ∞ の極限で超放射相転移が得られ
る．この結論自体は正しい．第 4節で述べるように，相
転移に必要な g2 > ωaωc という非常に強い相互作用も
近年実現されつつある．ただし，相転移の有無に関す
る根本的な問題の存在が，1975年から 1981年にかけ
て K. Rzążewskiらによって示された [22–24]．問題と
は，電磁場と電荷が従う物理法則（Maxwell方程式と
Newton運動方程式）を正しく記述するHamiltonianか







電荷を ej とする．電場 E(r)および磁束密度B(r)の
下で各粒子は Lorentz力を感じ，j 番目の粒子の位置
rj は Newton運動方程式





j=1 ejδ(r − rj) と電流密度 J(r) =∑N
j=1 ej ṙjδ(r − rj)を感じ，Maxwell方程式
∇ ·E(r) = ρ(r)/ε0 (5a)
∇ ·B(r) = 0 (5b)
∇×E(r) = −Ḃ(r) (5c)
∇×B(r) = µ0J(r) + Ė(r)/c2 (5d)
に従う．ε0, µ0, cはそれぞれ真空中の誘電率，透磁率，
光速である．式 (4)の Newton運動方程式と式 (5)の
Maxwell方程式が本節の出発点である．これらの運動方










































した際に現れる −ejpjA(rj)/mj と ej2A(rj)2/(2mj)
のうち，前者から光と原子集団の相互作用項（式 (1)の第
3, 4項）が得られる．一方，後者から (ℏg2/ωa)(â†+ â)2








た g ≪ ωa, ωcでは，この項は無視できたが，超放射相
転移が起こる g ≳ ωa, ωcでは当然ながら無視できない．
その後，Rzążewskiらは，2準位原子などの具体的な
物質系を想定せずとも，最小結合 Hamiltonianから出
22(â† + â)がベクトルポテンシャルA(r)に対応するため，A2 項
もしくは quadratic 項と呼ばれる．より厳密に Rzążewski らの指
摘を述べるなら，Thomas-Reiche-Kuhn 総和則に基づくと係数が
ℏg2/ωa 以上になり，超放射相転移が起こらない．
23A2 項を式 (1)の第 1項に繰り込めば，A2 項を消すことはでき
る．ただし，繰り込みによって ωc が g と共に増大してしまい，結果
として g2 > ωaωc が満たされず，超放射相転移はやはり起きない．
















最終項の Coulombポテンシャルは pj や A(r)を含ま









































































27Ciutiらが当初提唱した g ≳ ωa, ωc [36]を超強結合の定義とす
るのとは別に，g > (ωa, ωc)×0.1を超強結合と呼び，g > ωa, ωc を
深強結合 (deep strong coupling) と呼ぶ流派もある [37]．これは，
初期の実験報告において，g ∼ ωa, ωc を実現したと主張したいがた
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めに g > (ωa, ωc)× 0.1 を超強結合のひとまずの目安としたことが
一因と思われる．0.1という値に特に意味はなく，超放射相転移の実
現や A2 項の存在，回転波近似の破綻などにこそ意味がある．私は











グラフェンでも 3 準位原子でも，A2 項の存在や Thomas-Reiche-















































































ンス CJで特徴づけられる Josephson接合がN 個ある
（×印とキャパシタとして描かれる）．それらがインダ
クタンス Lg を通じて図のように並列に接続されてい












流は I = ϕ/LRと表される）．磁束 ϕもしくは {ψj}が，
31Dicke Hamiltonianと対応づけるには，式 (7)を電磁場，原子，
それらの相互作用として分類する必要があるが，当然ながら任意性



























蓄えられる電荷であり，これらが [ϕ̂, q̂] = iℏを満たす 1
組の正準変数である．式 (7)の第 1項は LC回路の電荷
エネルギー，第 2項は磁束エネルギーであり，式 (6)の
最小結合Hamiltonianの第 1, 2項に相当する．一方，各
Josephson接合に対しては，位相差 2π(Φext − ψ̂j)/Φ0
(ψ̂j は位相差を磁束として換算したもの)と CJ に蓄え
られる電荷 ρ̂j が対となっており，[ψ̂j , ρ̂j′ ] = iℏδj,j′ を
満たす．ここで，位相差を外部磁束 Φextと共にこのよ
うに定義したのは，各 Lg を貫く磁束を ψ̂j − ϕ̂と書く
ためであり，これは LR と Josephson接合 1つを含む
各ループにおいて磁束が量子化するように決定される
32．結局，式 (7)の第 3項は Josephson接合の電荷エ
ネルギー，第 4項は Lg における磁束エネルギー，最
終項は Josephson効果を表すポテンシャルエネルギー
（Josephson接合の実効的な磁束エネルギー）である．


























ている．第 1項が ϕ = 0にて下に凸で最小となるのに対







浴を暗に想定してはいるが，図 4の回路図や式 (7)の Hamiltonian
は単純に閉じた系を表している）．また，回路の 3 次元的な形状な
どを具体的には考慮せず，CR, LR, Lg , CJ, EJ で特徴づけられる
回路素子でモデル化している．
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図 4: 超放射相転移が起こりうる回路図．インダクタンス LR とキャパシタンス CR からなる LC 回路 1 つと，
Josephson効果のエネルギー EJ とキャパシタンス CJ によって特徴づけられる N 個の Josephson接合（×印と
キャパシタとして描かれる）が，インダクタンス Lg を通じて並列に繋がっている．磁束量子 Φ0 = h/(2e)の半分
の量の外部磁束 Φext = Φ0/2が 1つのループを貫いている．矢印とその横に記した磁束 ϕ, {ψj}は，この回路で
の超伝導電流の Hamiltonian [式 (7)]を導くためのものである．












図 5: 図 4の回路における磁束エネルギーU [式 (8)]の形
状．∂U/∂ϕ = 0の条件下でU/(NEJ)をϕ/Φ0に対して
プロットした．LC回路のインダクタンスが Josephson
接合の数 N で LR = LR0/N とスケールすれば，磁束
エネルギーの最小点は LR0, Lg, LJ ≡ [Φ0/(2π)]2/EJ
の比で決定される．Lg = 0.6LJを固定して，いくつか
の LR0/LJ における磁束エネルギーを示した．LR0 <
LJ−Lg = 0.4LJでは ϕ = 0で磁束エネルギーが最小に




なら右回り，ϕ = −ϕ0 なら左回りの永続電流が，図 4
の回路に流れる．
し，最終項は ψj = 0において上に凸となる．また，第
2項は ϕ = ψjにおいて最小となり，できるだけ ϕとψj
を等しくしようとする．このように，式 (6)の最小結合
Hamiltonian とは異なり，式 (7) の Hamiltonian では
磁束エネルギーの競合が起こり，必ずしも ϕ = ψj = 0
で最小となるわけではないことが分かる．
図 5 では，式 (8) の磁束エネルギー U を ϕ に対し
て，∂U/∂ϕ = 0から得られる ψj = [1 + Lg/(NLR)]ϕ
の条件下でプロットした．ここで，LC 回路のインダ
クタンスを LR = LR0/N のように Josephson接合の
数 N でスケールすることにし（第 2 節で述べたよう
に超放射相転移では N → ∞ の極限を考える），N
に依存しない U/(NEJ) を縦軸に，ϕ/Φ0 を横軸とし
た．Josephsonエネルギーを特徴づけるインダクタン
ス LJ ≡ [Φ0/(2π)]2/EJ を新たに導入し，Lg = 0.6LJ
を固定して，いくつかの LR0/LJ について U/(NEJ)
をプロットした．LR0 < 0.4LJ では，ϕ = 0 におい
て U が最小となり，式 (8)の第 1項である LR におけ
る磁束エネルギーが支配的であることが分かる．一方，
LR0 = 0.4LJ になると，ϕ = 0において平坦な曲線と
なり，より大きくなると，第 3項である Josephson効
果のポテンシャルエネルギーが支配的となり，2つの最
小点 ϕ = ±ϕ0 ̸= 0が得られる（ϕ0は正の実数とする）．
この振る舞いは，式 (8)を解析すれば明らかであり，3
つのインダクタンス LR0, Lg, LJの比で U の最小点が
決定されることが分かる．すなわち，
NLR = LR0 > LJ − Lg. (9)
において U の最小点が ϕ = ±ϕ0 ̸= 0 にて得られる
（ψj = ±(1 + Lg/LR0)ϕ0 ̸= 0も得られる）．この解析
はあくまでも古典的なものだが，ϕ = 0にて磁束エネ
ルギー U が最小になる領域が通常相，ϕ = ±ϕ0 ̸= 0に
て最小となる領域が超放射相と解釈する．超伝導電流




図を計算した結果が図 6である．縦軸は温度 T であり，
横軸を LR0/LJとして，熱平衡下での ϕeq = ⟨ϕ̂⟩を Φ0
で規格化して赤色でプロットした 35．計算で用いた回
路のパラメータについては，図 6の説明文に示す．太
34実際には N → ∞ の極限にて正当化される Boson場 (ϕ, q)を
古典的に扱う解析手法 [16,17]を用いて，分配関数 Z = e−Ĥ/(kBT )
から計算した [61]．
35磁束は N に対して ϕ̂ ∝ (â + â†)/
√
N のようにスケールする
ため，ϕeq が図 3 の αeq/
√
N に相当する [61]．










図 6: 図 4 の回路における超伝導電流の相図．LC
回路のインダクタンスとキャパシタンスをそれぞれ，
LR = LR0/N と CR = NCR0 として Josephson接合
の数 N でスケールし，N → ∞ の極限での熱平衡下
の磁束 ϕeq = ⟨ϕ̂⟩を磁束量子 Φ0 で規格化して赤色で
プロットした．縦軸は温度 T，横軸は LR0/LJ である
（LJ ≡ [Φ0/(2π)]2/EJ）．太線で記した臨界温度 Tc を
境に ϕeq ̸= 0 の超放射相が得られる．計算に用いた
パラメータ LJ = 0.75 nH, Lg = 0.6LJ = 0.45 nH,
CJ = 24 fF, CR0 = 2 fFは，試料作製可能な領域内で，
主に計算の都合によって決定した [61]．計算の詳細は
文献 [61]を参照のこと．
線で示した臨界温度 Tcにおいて ϕeq = 0の通常相から
ϕeq ̸= 0の超放射相に 2次の相転移が起こる 36．臨界イ
ンダクタンス LcritR0 ≈ 0.45LJ が式 (9)の古典的な条件











エネルギーの 2つの最小点 ϕ = ±ϕ0の重ね合わせ状態
（概念的に書くならば |g⟩ = |ϕ0⟩+|−ϕ0⟩2 ）こそが，真の
基底状態である．式 (7)の Hamiltonianは ϕ̂と ψ̂j に
関する反転対称性があり，真の基底状態に対して，磁
束の期待値は基本的に ⟨g|ϕ̂|g⟩ = ⟨g|ψ̂j |g⟩ = 0となる．








がマクロな極限 N → ∞では実現されやすい．これら
の状態が ϕ = ±ϕ0および ψj = ±(1+Lg/LR0)ϕ0を示
す超放射相であり，磁束（電流）が絶対零度また熱平














析 [31]においても，このお陰でpj = A(r) = 0がエネル
ギー最小点となり相転移が起きない．一方，式 (7)では，
結合項 (ψj−ϕ)2/(2Lg)と非調和項EJ cos(2πψj/Φ0)が































































し，式 (1)の Dicke Hamiltonianに (ϵj/2)σ̂xj など新たな項を通じ
た不均一性を導入すると（磁束量子ビットから構成される回路では
σ̂xj = |0j⟩ ⟨1j |+ |1j⟩ ⟨0j |に比例する項が現れたり [51]，σ̂zj (â+ â†)
に比例する相互作用項が現れたりする [39]），超放射相転移が抑制さ
れる場合がある [68]．図 4 の回路において LC 回路のインダクタン
スとキャパシタンスをそれぞれ LR = LR0/N と CR = NCR0 と









































































































43式 (1) では相互作用項が回転項と呼ばれる â†σ̂ と σ̂†â のみで
書かれるが，最小結合 Hamiltonianから出発すると反回転項と呼ば
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